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Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – применение нейросетевых тех-

нологий в задачах восстановления параметров неоднородностей внутри тела. Данная 
проблема возникает в акустике, электродинамике, дефектоскопии, а также в медицине. 
Материалы и методы. Процесс распространения акустической волны внутри различ-
ных объектов описывается с помощью уравнения Гельмгольца. После постановки кра-
евой задачи выполняется переход к интегральному уравнению Липпмана – Швингера. 
Для решения обратной задачи использован двухшаговый метод. Результаты. Задача 
решается численно. Порядок получаемой при расчете матрицы около 10 000 элемен-
тов. Представлены графические иллюстрации восстановления функции неоднородно-
стей внутри тела. Проведен эксперимент, демонстрирующий особенности восстанов-
ления параметров тела при использовании нейронных сетей. Выводы. Предложен  
и реализован программный комплекс для определения параметров неоднородностей 
внутри тела. Показаны преимущества использования нейронных сетей в качестве ме-
тода предобуславливания. 
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Abstract. Background. The purpose of the work is the use of neural network technologies 
in the problems of restoring the parameters of inhomogeneities within the body. This problem 
occurs in acoustics, electrodynamics, flaw detection, as well as in medicine. Materials and 
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methods. The process of propagating an acoustic wave inside various objects is described 
using the Helmholtz equation. After setting the boundary problem, the transition to the Lipp-
mann-Schwinger integral equation is performed. To solve the reverse problem, a two-step 
method was used. Results. The problem is solved numerically. The order of the matrix obtained 
in the calculation is about 10,000 elements. Graphic illustrations of the recovery of the function 
of inhomogeneities within the body are presented. An experiment was conducted demonstrating 
the peculiarities of restoring body parameters when using neural networks. Conclusions. Pro-
posed and implemented is software complex for determination of parameters of inhomogenei-
ties inside body. The advantages of using neural networks as a method are shown. 
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Введение 
В представленной работе рассматривается численный метод решения 

обратной задачи акустики, основанный на применении нейронных сетей.  
Под термином «обратная задача», как правило, описываются вопрос поиска  
и идентификация неоднородностей в теле или иных объектах. В настоящее 
время в различных сферах появляется все больше новых классов задач, кото-
рые могут быть отнесены к обратным, этим и объясняется большой интерес  
к решению данных типов задач. Одним из примеров таких задач является ме-
дицинская диагностика различных видов заболеваний. Несмотря на наличие 
большого количества диагностического оборудования разных типов, вопрос 
об эффективной диагностике заболеваний остается открытым до сих пор. Су-
ществует несколько основных проблем, встречающихся при диагностике забо-
левания. Это дороговизна оборудования, точность измерений и безопасность 
диагностики для пациентов. Разрешить все перечисленные задачи можно, если 
разработать новые эффективные математические алгоритмы, позволяющие 
производить медицинскую диагностику на низком диапазоне частот. Такие ал-
горитмы могут быть полезны не только в медицине, но и в дефектоскопии. 

Стоит отметить, что обратные задачи акустики в большинстве своем яв-
ляются некорректными и нелинейными, поэтому поиск их решений является 
очень сложной задачей. Первые попытки решения обратных задач начались  
с разработки простых итерационных методов. Данный подход имеет свои недо-
статки и преимущества. К плюсам итерационного подхода стоит отнести воз-
можность использовать фрагментарные и неполные виды данных, к минусам – 
необходимость нахождения как можно более точного начального приближения. 

Многократные попытки решения обратных задач дифракции на экранах 
и телах хорошо изучены в работах отечественных и зарубежных исследовате-
лей [1–16]. 

Материалы и методы 
Рассмотрим двумерное тело Q, расположенное в пространстве R2.  

На тело Q воздействует акустическое поле U0, созданное точечным источни-
ком излучения. Целью прямой задачи акустики является определение поля U, 
рассеянного на теле (рис. 1). 



Модели, системы, сети в экономике, технике, природе и обществе. 2024. № 1 

96 

 
Рис. 1. Задача дифракции на теле 

 
Поведение рассеянного поля U  можно определить через решение неод-

нородного уравнения Гельмгольца: 

 2 ( )u k u f xΔ + = . (1) 

   
Функция является кусочно-непрерывной и определяется соотношением 

2
2

2
0

( )k x
k

k
=




. Здесь ( )k x  определяет волновые параметры внутри тела, Q ,  

0k  – волновой параметр свободного пространства. Правая часть уравнения (1) 
задается известной функцией ( )f x  с компактным носителем. Потребуем вы-
полнения условий сопряжения на границе раздела двух сред: 

 [ ] 0, 0,Q
Q

uu
n∂

∂

∂ = = ∂ 
 (2) 

где [ ]⋅  означает скачок поля. 
Для выполнения единственности поставленной задачи запишем условия 

излучения Зоммерфельда: 

 0
1 , : | |u ik u o r x

r r
∂  = + = → ∞ ∂  

 (3) 

Задача (1)–(3) сводится к линейному неоднородному интегральному 
уравнению Липпмана – Швингера, используя вторую формулу Грина [3, 8], 
получаем 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )0 2 2
0( ) , ( ),

Q
u x f x G x y k k y u y= + −  (4) 

где ( )1
0 0 0( , )G x y H k x x= −  – функции Ханкеля. 

Хорошо известны многочисленные приложения данного интегрального 
уравнения. Это уравнение играет важную роль не только в акустических 
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задачах дифракции, но также в электродинамике, квантовой механике и во 
многих других областях физики. 

Перепишем уравнение в операторном виде и сформулируем ряд утвер-
ждений. 

Пусть 

 ( ) ( )( ) ( )2 2
0: , ( ),

Q
Au G x y k k y u y= −  (5) 

0: ( ), : ( )u u x F f x= = , тогда уравнение принимает вид 

 : : ,Lu =u Au = F−  (6) 

где ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , : .u L Q F L Q L L Q L Q∈ ∈ →  

Решения уравнения (4) будем искать, используя пространство ( )2L Q . 
Утверждение 1. 
Оператор ( ) ( )( ) ( )2 2

0: , ( )
Q

Au G x y k k y u y= −  фредгольмов с нулевым ин-

дексом. 
Лемма 1. 
Решение задачи (1)–(3) единственно [9]. 
Утверждение 2. 
Оператор ( )2: :L I A L Q= −  непрерывно обратим. 
В работах [2–7] проводились численные исследования интегрального 

уравнения (4). 
Идентификация неоднородностей в задачах дифракции в медицинской 

диагностике возможна только неинвазивными методами, поэтому для их иден-
тификации воспользуемся измерением поля за пределами тела в определенных 
заранее выбранных точках. Данные точки наблюдения размещаются равно-
мерно вдоль границ исследуемого объекта на небольшом расстоянии друг от 
друга в несколько слоев. В качестве падающего излучения используется волна, 
распространяющаяся от точечного источника. В такой постановке задачи воз-
можно применение двухшагового алгоритма для идентификации неоднород-
ностей (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Тело, источник излучения и точки наблюдения 
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Разобьем тело плоской формы на ячейки ( )1 2 3, , ,i i i i iΠ = . Введем допу-
щение, что параметры неоднородности внутри каждой ячейки не меняются, 

( ) ik x k= . Применим двухшаговый алгоритм: 
1. На первом шаге, используя значения поля ( )вu y , измеренные в точках 

наблюдения вy , рассчитаем значение тока ( )J y , решая следующее уравнение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )в в, .
Q

u y J y G x y J x dx− =   (7) 

Следует отметить, что уравнение (7) является самой сложной частью 
двухшагового метода, поскольку является уравнением 1-го рода. Система ли-
нейных алгебраических уравнений, получаемая в результате решения инте-
грального уравнения (7), является плохо обусловленной, что приводит к сильно 
зашумленным восстановленным данным. 

2. На втором шаге пересчитываем значение параметров неоднородности 
( )k y , используя значение ( ):J y  

 
( ) ( )

2
0

в

2 ( )( )
( ) ,

Q

J yk y k
f y G x y J x dx

− =
+ 

. (8) 

Для снижения числа обусловленности матрицы можно использовать раз-
личные предобуславливатели или методы регуляризации. Это позволяет  
решать системы линейных алгебраических уравнений больших размеров.  
В случае использования зашумленных данных в точках наблюдения задача 
становится некорректной, т.е. малые изменения входных данных приводят  
к существенным отклонениям в решении задачи. Для борьбы с зашумленными 
данными можно применять нейронные сети. 

Таким образом, задача снижения числа обусловленности матрицы сво-
дится к задаче о шумоподавлении: 

     z x y= + , (9) 

где z  – зашумленные данные, представленные суммой истинных данных x   
и некоторого шума y . Большинство методов пытаются как можно ближе ап-
проксимировать x, используя z . 

В этом случае может быть удобно использовать такую модель нейрон-
ных сетей, как автоэнкодер. 

Автоэнкодер является частным случаем нейронной сети с опережающей 
обратной связью. Это представляет собой вычислительный граф из совокуп-
ности операций над данными, называемыми слоями. На вход, в первый слой, 
он принимает сигнал x  и пытается воспроизвести его точную копию на выходе 
y . После прохождения первого слоя входных данных [ ]0,1 dx ∈  происходит 

их преобразование в некоторое скрытое представление [ ]0,1 dh ∈  с использо-
ванием отображения 

 ( )y Wx b= φ + , (10) 

где φ  – любая нелинейная функция. 
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Далее к y  применяется преобразование, приводящее его к изначальной 
размерности: 

 ( '   ')z s W y b= + . (11) 

В формулах (10), (11) {W , B , 'W , 'B } являются параметрами модели, 
оптимальными с точки зрения минимизации ошибки восстановления, что мо-
жет быть достигнуто с использованием различных функциий потерь, таких как 
среднеквадратичная ошибка или кросс-энтропия. 

Шумоподавляющий автоэнкодер – стохастическое расширение класси-
ческого автоэнкодера, который рассматривался применительно к задаче вос-
становления данных по их зашумленому виду. Шумоподавляющие автоэнко-
деры могут использоваться в комбинации, образуя глубокую нейронную сеть. 

Сверточные автоэнкодеры основаны на классической идее автоэнкоде-
ров, однако вместо обычных преобразований (10), (11) используются сверточ-
ные слои нейронной сети.  

Под операцией свертки понимается следующее матричное преобразование: 
 

 ( )( )*ij mn i m j n
m n

y w x b+ += + , (12) 

где *  – поэлементное умножение матриц; ijy  – матрица на выходе слоя (карта 

признаков); mnw  – параметр (фильтр) слоя; ( )( )i m j nx + +  – входные данные; b  – 
свободный параметр. 

Упрощенно свертку можно понимать как совокупность из сумм поэле-
ментных произведений матрицы параметра и субматриц, полученных из вход-
ной матрицы.  

В этой связи вводятся такие понятия, как размер свертки (kernel size), шаг 
сдвига (stride), от которых зависят размер и позиции полученных субматриц.  

Более подробно работа сверточных сетей описана в исследовании [17]. 
В таких сетях применяется операция, называемая пулингом [18]: 

 
1 если arg max ( )

0 иначе

l l
l j i i
i

i z+δ =
δ = 


 (13) 

При этом размеры выходной матрицы могут быть найдены как 

 pool _ height1 ,
strideout

HH − = +  
 (14) 

 pool _ width1 ,
strideout

WW −= +  (15) 

где pool_height,pool_width  – размер субматрицы пулинга. 
По сравнению с классическими автоэнкодерами сверточные автоэнко-

деры лучше подходят для обработки изображений, так как они используют все 
возможности сверточных нейронных сетей для эффективного использования 
структуры изображения (матрицы). Подробнее этот вопрос рассмотрен в ра-
боте [19]. Пример такой модели представлен на рис. 3. 
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Рис. 3. Пример архитектуры сверточного автоэнкодера 

 
Для задачи были сгенерированы обучающая и тестовая выборки из 700 

и 300 примеров соответственно. Для составления очередного экземпляра слу-
чайным образом определялись количество, форма, размер и значение парамет-
ров неоднородностей в рамках заданных условий. 

Затем в полученную матрицу вносился равномерный шум (15 %, 30 %, 
50 %). Данные «чистой» и зашумленной матриц сохранялись и затем исполь-
зовались при обучении и тестировании нейронной сети. Несколько примеров 
приведены на рис. 4. 

 

  

  
Рис. 4. Сгенерированные исходные (слева) и зашумленные (справа) данные 

 
Рассмотрим задачу с начальными данными неоднородностей (рис. 5). 
 

 
Рис. 5. Заданные волновые параметры 
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Решим прямую задачу и рассчитаем значения поля в точках (рис. 6). 
 

   
Рис. 6. Действительная и мнимая части решения интегрального уравнения (7) 

  
Далее необходимо отфильтровать значения J, полученные на этапе ре-

шения прямой задачи. Приведем пример фильтрации с помощью рассмотрен-
ной модели автоэнкодера (рис. 7). 

 

 
Рис. 7. Данные с шумами (слева), данные без шумов (справа),  

отфильтрованные данные (по центру) 
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Далее решается обратная задача, исходя из очищенных значений поля  
в точках наблюдения. 

Результаты и обсуждение 

На рис. 8 представлено решение обратной задачи для четырех полу-
окружностей, каждая из которых имеет свой параметр неоднородности. Как 
видно из графиков, восстановление значительно улучшается при использова-
нии модели нейронной сети для подавления шума в токе. 

 

Ш
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%
 

  

Ш
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   а)      б) 

Рис. 8. Восстановленные параметры тела и среды при различных значения шума:  
а – без фильтрации; б – с фильтрацией автоэнкодером 
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Заключение 

Представленный метод позволяет не только определять параметры 
неоднородности для незашумленных данных, но и восстанавливать данные 
параметры в случае внесения зашумленных данных. Используя данный под-
ход, удается определить геометрию исходного тела. Рассматриваемые ин-
тегральные уравнения были сведены к решению системы алгебраических 
уравнений. Решение систем линейных алгебраических уравнений проводи-
лось с учетом применения модели нейронной сети в качестве механизма 
предобуславливания. 

Алгоритмы решения прямой и обратной задач реализованы в виде ком-
плекса программ. Комплекс был протестирован на нескольких сериях задач. 
Анализ полученных численных результатов показал, что метод позволяет вос-
станавливать волновые параметры и геометрию тела с приемлемой для прак-
тики точностью. 
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