
Модели, системы, сети в экономике, технике, природе и обществе. 2024. № 3 

138 

УДК 517.9 
doi: 10.21685/2227-8486-2024-3-12  

РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ 
ДИФРАКЦИИ НА ПЛОСКИХ ОБЪЕКТАХ  

С РАЗЛИЧНЫМИ ВИДАМИ НЕЛИНЕЙНОСТИ ПОЛЯ 

А. О. Лапич 

Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 
lapich.a@yandex.ru 

 
Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – решение обратной задачи ди-

фракции на плоских объектах. Материалы и методы. Исходная задача сводится к ре-
шению интегрального уравнения. Данное уравнение будет решаться численным мето-
дом. Был использован современный двухшаговый подход при решении обратной 
задачи. Для моделирования нелинейного процесса применены различные виды функ-
ций нелинейности поля. Результаты. Представлены графические изображения, иллю-
стрирующие значение диэлектрической проницаемости внутри тела для исходной за-
дачи и восстановленных значений. Показаны графики сходимости итерационного 
процесса моделирования нелинейного поля. Приведено сравнение результатов  
для различных значений параметров. Выводы. Предложен и реализован численный ме-
тод решения задачи, получены сравнительные результаты. 
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Abstract. Background. The aim of the work is to solve the inverse problem of diffraction 

on flat objects. Materials and methods. The initial problem is reduced to solving an integral 
equation. This equation will be solved numerically. When solving the inverse problem, an 
up-to-date two-step method is used. Various types of field nonlinearity are used to simulate 
a nonlinear process. Results. Graphical images illustrating the value of the dielectric constant 
inside the body for the initial problem and the reconstructed values are presented. Graphs of 
convergence of the iterative process of injection of a nonlinear field are shown. The results 
are compared for different parameter values. Conclusions. A numerical method for solving 
the problem is proposed and implemented, and comparative results are obtained. 
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Введение 

Обратные задачи дифракции представляют собой важную и довольно об-
ширную область научных исследований в оптике, физике, электродинамике  
и технике. Они включают в себя восстановление параметров объектов по рас-
сеянному излучению. Подобные подходы актуальны для решения задач, свя-
занных с формированием результатов измерения параметров, которые невоз-
можно получить без влияния на целостность объекта. За последние 10–15 лет 
решения схожих задач многие выводы и утверждения были получены в работах 
[1–6]. Они имеют широкий спектр применения в различных областях: от меди-
цинской диагностики до получения радиолокационных изображений. Многие 
вопросы таких задач уже были рассмотрены, получены фундаментальные ре-
зультаты [7]. Однако решение обратных задач при нелинейной структуре явля-
ется слабо изученным в литературе, многие вопросы требуют анализа и даль-
нейшего решения. 

Иногда для решения дифракционных задач удобно использовать двумер-
ные модели как подобие слоя трехмерной фигуры. Такой подход позволяет по-
высить скорость вычисления и не требует высоких вычислительных мощно-
стей. Это позволяет более точно настроить алгоритм работы программного 
аппарата. В то же время такую задачу можно без особых трудностей перепи-
сать и для трехмерного случая. 

Постановка задачи 

Пусть дан некоторый объект, расположенный в двумерной области. 
Предполагается, что объект может иметь как линейную, так и нелинейную зави-
симость от поля u . Задача описывается через неоднородное уравнение Гельм- 
гольца: 

( ) ( )2u k x u f xΔ + = , (1) 

где ( )f x  – известная функция с компактным носителем; ( )2k x  – непрерывная 
вещественная функция. 

Будем предполагать, что на границе раздела двух сред выполняются 
условия сопряжения 

[ ] 0, 0
Q

Q

uu
n∂

∂

∂ = = ∂ 
, (2) 

а также необходимо учесть условия излучения Зоммерфельда 
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1 , :u ik u o r x
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На рис. 1 представлена геометрия задачи. Прямоугольный объект Q  рас-
положен в двумерном пространстве. Заметим, что объект может иметь произ-
вольную конфигурацию. Для этого можно применять, к примеру, субиерархи-
ческий метод [8]. С его помощью можно «вырезать» объекты без 
дополнительного пересчета матрицы. Вне объекта волновое число 0 const;k =

( )k x  – функция, характеризующая волновое число внутри тела; u  – поле, ис-
ходящее от точечного источника и его направление. Точками обозначены по-
ложения точек наблюдения. Более подробную постановку, доказательство 
единственности задачи (1)–(3) можно посмотреть в работах [9, 10]. 

 

 
Рис. 1. Визуализация задачи 

 
Представим уравнение в виде (1): 

 ( )( ) ( )2 2 2
0 0u k u k k x u f xΔ + = − + . (4) 

Задача (1)–(4) сводится к интегральному уравнению вида 

( ) ( ) ( ) ( )0 2
1 ,

Q

u x f x k G x y u y dy= +   (5) 

в случае, когда ( ) constk x =  или  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 2 2
0,

Q

u x f x G x y k k y u y dy= + − .  (6) 

Уравнение (6) описывает неоднородный случай и содержит волновую 
функцию ( )k x . 

Нелинейный случай 

В данном пункте будут рассмотрены некоторые возможные функции за-
дания нелинейности [11]. Рассмотрим нелинейность, заданную по следую-
щему закону: 

( ) ( ) 22 2
1 0 .k x k k u x= + α  (7) 
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Данный эффект заключается в изменении свойств изотропных материа-
лов при воздействии поля. При интенсивном воздействии в реальных средах 
происходит явление насыщения, характеризующееся ограничением роста эф-
фекта. Насыщение можно моделировать с помощью следующей функции: 

( ) ( )
( )

2
02 2

1 ,
1
k u x

k x k
u x

α
+ β

= +   (8) 

где β  является некоторым коэффициентом нелинейности. Формула (8) явля-
ется обобщением (7) при 0.β →  

В нелинейных задачах также довольно часто применяется нелинейность 
экспоненциального типа, которая записывается в виде 

( ) ( ) 2
2 1 .u xk x e−β= −  (9) 

Рассмотрим один из возможных методов задания нелинейности поля. 
Данный алгоритм заключается в построении явного итерационного процесса, 
который можно представить по шагам [12]. 

Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )0 2 2
0, ;

Q

f x u x G x y k y u y k u y dy= − − ,  (10) 

где волновая функция зависит от ( )u x . Уравнение (10) описывает процесс ди-
фракции волны внутри Q. Так как будет использован явный алгоритм, на пер-
вом шаге решим линейное объемное интегральное уравнение (10) для задания 
начального приближения и тем самым определим значение ( )0u x . На после-
дующих шагах пересчитываем значения волновой функции по одной из фор-
мул задания нелинейности (7)–(9). Последним шагом является пересчет  
и нахождение решения на новом шаге с использованием следующей формулы: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )0 2 2
1 1 0, ; .n n n n

Q

u x f x G x y k y u y k u y dy+ += + −  

Процесс повторяется, пока не будет достигнута требуемая точность. 

Двухшаговый метод решения обратной задачи на плоском объекте 
Далее мы приступаем к процедуре обнаружения неоднородностей 

внутри объекта. Для этой цели мы применяем двухшаговый алгоритм [10, 13], 
который хорошо зарекомендовал себя в решении подобных задач. Первым 
действием является определение значения поля ( )xU  по следующей формуле: 

( ) ( )( ) ( )2 2
0x xk k x u= −U . 

Далее решаем уравнение относительно поля ( )xU : 

( ) ( ) ( ) ( )0 2
0 ,, y ,

Q

merg ob ob E ob obu x u x k G x y dy x Q− = ∉ U

 

(11) 

где ( )merg obu x  является моделируемым полем в точках obx . 
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Из уравнения (11) находим ( )xU  и определяем волновую функцию тела 
( )k x  в каждой ячейке, используя формулу пересчета: 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2
0

0

, .
, y

Q

E

xk k x x Q
u x G x y dy

− = ∈
 +  
 


U

U
  (12) 

В связи с тем, что уравнение (12) является уравнением первого рода, по-
лученная в ходе вычисления матрица является плохо обусловленной. Для сни-
жения числа обусловленности матрицы будет применен метод объединенных 
расчетных сеток [9]. 

Численные результаты 
Приведем результаты решения прямой и обратной задач при различных 

параметрах нелинейности. В качестве начальных данных при расчетах были вы-
браны следующие значения: размеры области объекта 0,15м,a =  0,15м,b =  
общее количество ячеек с применением объединенных расчетных сеток 

12 500N = . Источник излучения расположен сверху объекта на расстоянии 
длины одной из его сторон. Неоднородность представляет собой эллипс, рас-
положенный внутри прямоугольной области. На рис. 2, 3, 5, 7 представлено 
решение задачи при задании различных значений коэффициентов нелинейно-
сти α  и β , где слева показаны значения поля, а справа значения волновой 
функции после решения обратной задачи. 

На рис. 2 представлен линейный случай при 0, 0.α = β =  На рис. 3 опи-
сывается решение при параметре нелинейности 0,01.α =  На рис. 5 продемон-
стрировано решение задачи, когда параметр нелинейности β  значительно пре-
восходит параметр α , а именно 0,1, 0,5.α = β =  На рис. 7 показано решение 
при параметрах 0,001, 0,1.α = β =  

В левой части представлены значения поля, справа – значения волновой 
функции после решения обратной задачи. На рис. 4, 6, 8 указаны графики схо-
димости итерационного процесса (разница между текущим и предыдущим ша-
гом итерации). 

 

   
   а)      б) 

Рис. 2. Решение задачи при линейном случае ( 0α = β = ):  
а – значения поля ( )u x ; б – значения волновой функции ( )k x   

после решения обратной задачи 
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а)        б) 

Рис. 3. Решение задач при нелинейности (7):  
а – значения поля ( )u x ; б – значения волновой функции ( )k x   

после решения обратной задачи 
 

 
Рис. 4. График сходимости итерационного процесса c нелинейностью (7)  

  
Рис. 5. Решение задачи при нелинейности (8), где α < β :  

а – значения поля ( )u x ; б – значения волновой функции ( )k x   
после решения обратной задачи 

 

 
Рис. 6. График сходимости итерационного процесса c нелинейностью (8), где α < β  
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Рис. 7. Решение задач при нелинейности (8), где α > β  

 

 
Рис. 8. График сходимости итерационного процесса задания нелинейности (8), где α > β  

Заключение 

В работе описан метод решения двумерной нелинейной задачи дифрак-
ции для объектов, имеющих как линейную, так и нелинейную структуру. Пред-
ставлен итерационный метод задания нелинейности, который может быть при-
менен ко всем вышеописанным законам. Представленные графики решения 
обратной задачи показывают схожие результаты с требуемой точностью, что 
говорит о возможности применения такого подхода в подобных задачах. Были 
получены графики сходимости итерационного процесса для каждого вида не-
линейности при моделировании нелинейного поля. В созданной модели допу-
стимо задавать более мелкие неоднородности, которые возможно восстано-
вить при решении обратной задачи. Стоит отметить, что результаты задачи 
носят модельный характер, который впоследствии возможно применять в бо-
лее сложных задачах, например трехмерных. Значения параметров нелинейно-
сти выбраны на основании результов подобных задач. 
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