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Аннотация. Актуальность и цели. Регрессионный анализ является весьма эффек-

тивным средством математического моделирования сложных систем различного ха-
рактера и масштаба, позволяет выявлять как явные, так и скрытые тенденции в их 
функционировании и развитии. Цель исследования состоит в решении задачи вычис-
ления компромиссной оценки параметров линейной регрессионной модели, возника-
ющей при ее построении несколькими альтернативными методами идентификации. 
Материалы и методы. Для достижения поставленной цели применялся математиче-
ский аппарат решения задач линейного программирования. Результаты. В общем слу-
чае сформулированная задача сводится к весьма сложной в вычислительном отноше-
нии задаче нелинейного программирования. При некоторых упрощающих исходную 
постановку допущениях исходную задачу удалось свести к задаче линейного програм-
мирования. При этом был использован популярный в теории принятия решений метод 
уступок. Выводы. Описанный в работе алгоритм позволяет избежать альтернативности 
при оценивании параметров регрессионных моделей. 
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Abstract. Background. Regression analysis is a very effective means of mathematical 

modeling of complex systems of various nature and scale, allowing you to identify both 
explicit and hidden trends in their functioning and development. The purpose of the study is 
to solve the problem of calculating a compromise estimate of the parameters of a linear 
regression model that arises when it is built by several alternative identification methods. 
Materials and methods. To achieve this goal, a mathematical apparatus for solving linear 
programming problems was used. Results. In the general case, the formulated problem is 
reduced to a computationally complex problem of nonlinear programming. Under some 
assumptions simplifying the original formulation, the original problem was reduced to a 
linear programming problem. At the same time, the method of concessions, popular in the 
theory of decision making, was used. Conclusions. The algorithm described in the paper 
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makes it possible to avoid alternativeness when estimating the parameters of regression 
models. 

Keywords: regression model, loss function, parameter estimation methods, linear 
programming problem, alternativeness, concession method 
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Введение 

Регрессионный анализ является весьма эффективным средством матема-
тического моделирования сложных систем различного характера и масштаба, 
позволяет выявлять как явные, так и скрытые тенденции в их функционирова-
нии и развитии. Так, в работе [1] с помощью смешанной регрессионной модели 
разработан прогноз годового стока реки Хуанхэ в окрестности гидроэлектро-
станции Санмэнся. При этом в качестве независимых факторов использованы 
осадки, температура воздуха и потребление воды. В работе [2] представлена 
нелинейная регрессионная модель лазерных триангуляционных зондов, эф-
фективно используемая при их проектировании. Статья [3] посвящена разра-
ботке модели регрессии со случайными коэффициентами для оценки средних 
переменных издержек конкретной производственной деятельности предприя-
тия в совокупности фирм с несколькими видами производимой продукции.  
В исследовании [4] описана регрессионная модель оценки безопасности пере-
возочного процесса железнодорожного транспорта на региональном уровне.  

В работе [5] представлено сочетание использования бинарной логисти-
ческой регрессии и стохастического граничного анализа для оценки оператив-
ной эффективности координационных центров береговой охраны (морской 
спасательной службы) Великобритании за период с 1995 по 1998 г. В частно-
сти, изучается обоснование принятого в 1999 г. решения правительства о за-
крытии ряда координационных центров. Регрессионные модели, описанные в 
статье, представляют собой систему измерения эффективности, которая зна-
чительно более реалистична и сложна, чем та, которая в настоящее время ис-
пользуется правительством Великобритании. В работе [6] используется ре-
грессионная модель Вейбулла со случайными эффектами для оценивания 
среднего времени наработки на отказ и среднего времени до ремонта при тех-
ническом обслуживании истребительной авиации, что является важным во-
просом управления военно-воздушными силами. В работе [7] многомерная ку-
сочно-линейная регрессионная модель и модель логистической регрессии 
используются для планирования контрповстанческой деятельности в респуб-
лике Сомали при оценке вероятности четырех типов разрешения вероятных 
конфликтов на 15-летнем временном горизонте.  

В работе [8] исследуется применение многомерных адаптивных регрес-
сионных сплайнов для разработки как краткосрочных, так и долгосрочных 
прогнозов спроса на природный газ бытовых пользователей для операторов 
распределительных систем. Статья [9] посвящена проведению эмпирического 
исследования эффективности пяти популярных непараметрических регресси-
онных моделей для оценки стоимости жизненного цикла продукта (включая 
его создание, использование и утилизацию) в различных моделируемых 
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средах. Они устанавливаются путем изменения количества факторов (незави-
симых переменных), размера выборочных данных, степени шума выборочных 
данных и степени их смещения. В работе [10] показано, как регрессионные мо-
дели могут оказаться полезными для оценки внутреннего и внешнего диамет-
ров в процессе экструзии труб. 

 Цель настоящей работы состоит в разработке подхода к построению 
компромиссного в некотором заданном смысле вектора оценок параметров ре-
грессионной модели по отношению к совокупности его альтернативных вари-
антов.  

Материалы и методы 

Рассмотрим обязательный элемент практически любой регрессионной 
модели – линейное уравнение (зависимость) вида 

1
, 1, ,m

k i ki ki
y x k n

=
= α + ε =    (1) 

где y  − зависимая, а ix  − i-я независимая переменные; iα  − i-й подлежащий 
оцениванию параметр; kε  − ошибки аппроксимации; k  − номер наблюдения; 
n  − число наблюдений (длина выборки). 

Представим уравнение (1) в векторной форме: 

,y X= α + ε   (2) 

где 1( , , ) ,T
ny y y= …  1( , , ) ,T

mα = α … α  1( , , ) ,T
nε = ε … ε  X  − ( )n m×  – матрица  

с компонентами kix . 
Будем считать все переменные и ошибки аппроксимации в модели (2) 

детерминированными. 
Основная проблема построения регрессионных моделей связана с оце-

ниванием вектора неизвестных параметров α . Для этого в рамках регрессион-
ного анализа разработан весьма значительный и постоянно расширяемый ар-
сенал методов (см., например, работы [11–15]). Так, только в программном 
комплексе GRETL [16] для эконометрического моделирования реализовано 
около 30 таких методов. 

Весьма широкий класс методов оценивания параметров уравнения (2) 
связан с вычислением так называемых Lν -оценок посредством минимизации 
функций потерь вида [17, 18] 

( ) 1
.n

kk
J ν

ν =
α = ε  

Каждая из них различается своей реакцией на выбросы – наблюдения, не 
согласованные с выборкой в целом. Чем больше значение числа ν , тем в боль-
шей степени Lν -оценка на них реагирует. В регрессионном анализе методы 
оценивания параметров, малочувствительные к выбросам или вообще их иг-
норирующие, называют робастными [17]. 

Методом оценивания параметров уравнения (2), соответствующим 2ν = , 
является самый популярный в регрессионном анализе в силу своей простоты  
и хорошей интерпретируемости метод наименьших квадратов (МНК). Задание 
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числа  ν  равным единице ведет к применению метода наименьших модулей 
(МНМ), соответствующего манхэттенскому (городскому) расстоянию между 
расчетными и фактическими значениями зависимой переменной в (1). При 
ν → ∞  построение Lν -оценки производится с помощью метода антиробаст-
ного оценивания (МАО) [19, 20], соответствующего расстоянию Чебышева. 
Отметим при этом, что имеет место соотношение [20] 

( )
1,

max .kk n
J∞ =

α = ε  

При оценивании параметров регрессии (1) часто возникает проблема 
альтернативности. Действительно, пусть при этом используются s методов 
идентификации (не все из которых могут быть связаны с Lν -оценками), каж-

дому из которых соответствует своя функция потерь , jI  j  = 1,s . Обозначим 
полученные при этом векторы оценок параметров через jα . 

Иногда трудно исходя из формальных и (или) содержательных сообра-
жений выбрать из всех векторов jα , j  = 1,s  только один для последующей 
реализации. В этом случае лучше воспользоваться каким-либо обоснованным 
приемом, позволяющим построить некий компромисс между всеми этими век-
торами, который бы отчасти отражал присущие им свойства. 

Результаты 

Для этого воспользуемся популярным в теории принятия решений мето-
дом уступок [21], который в данном случае может быть использован следую-
щим образом. 

Пусть исследователь для достижения указанного компромисса готов 
пойти на некоторую уступку jIΔ , на которую он может пойти по j -й функции 
потерь (т.е. на ее увеличение на величину jIΔ ).  

Определим средневзвешенную оценку: 

α  = 
1

1 s j
js =

α . 

Тогда компромиссная оценка *α  может быть вычислена посредством ре-
шения задачи: 

*α  = arg 
A

min ( , 
α∈

ρ α α ),  (3) 

где 

А = { mRα ∈ | ( )  ( )j j jI Iα ≤ α  + , jI jΔ  = 1,s }.  (4) 

Здесь ( , ρ α α ) – расстояние между векторами  и α α .  
В общем случае задача (3), (4) представляет собой весьма сложную за-

дачу нелинейного программирования. Однако после некоторых упрощений ее 
можно свести к существенно более простой в вычислительном отношении за-
даче линейного программирования (ЛП). Действительно, воспользуемся для 
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этого приемами, позволяющими свести задачу оценивания параметров уравне-
ния (1) с помощью МНМ к задаче ЛП (см., например, работы [22–24]).  

 Введем в рассмотрение неотрицательные действительные переменные 
ku , kυ , выражающие соответственно положительные и отрицательные части 

ошибок аппроксимации kε  в (1): 

1 1
,  

0, в противном случае.

m m
k i ki k i kii i

k
y x y x

u = =
 − α > α= 


   

1 1
,  

0, в  противном  случае.

m m
k i ki k i kii i

k
y x y x

= =
− + α < αυ = 


   

При этом для всех k  очевидны следующие равенства: 

kε  = , 0, k k k ku u− υ υ = | kε | = k ku + υ .  (5) 

Тогда уравнение (1) можно представить в виде равенств 

1
, 1,m

i ki k k ki
x u y k n

=
α + − υ = = . (6) 

Наложим на ku , kυ  естественные условия неотрицательности: 

0, 0,k ku ≥ υ ≥  1,k n= .  (7) 

Используем в качестве метрики ρ  в (3) городское расстояние 

 ( , ρ α α ) = 
1
|m

i ii=
α − α |.  (8) 

Ослабим задающие множество А условия, приняв в качестве базовой 
только функцию потерь ( )1J α : 

1А  = { mRα ∈ | ( ) ( )1 1
1 1 J J Iα ≤ α + Δ }.  (9) 

Для последующей замены в (8) модулей по аналогии с (5) введем неот-
рицательные переменные ip , ir : 

 iα  +   ip  – ir  = iα , 1, .i m=   (10) 

 0, 0,i ip r≥ ≥  1,i m= .  (11) 

Сформируем ограничение, задающее множество 1А  в (9): 

( ) ( )1 1
11

n
k kk

u J I
=

+ υ ≤ α + Δ .  (12) 

Тогда задача (3) примет вид задачи ЛП с целевой функцией: 

( ) ( )1 1
  min m n

i i k ki k
p r u

= =
+ +δ + υ →    (13) 

и ограничениями (6), (7), (10)–(12), где δ  – заранее заданная малая положи-
тельная константа. Присутствие в (13) второго слагаемого вызвано 
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необходимостью выполнения равенств 0k ku υ =  в (5), следующих из определе-
ния переменных   k ku иυ . 

Обсуждение 

Проанализируем полученный результат на простом численном примере.  
Пусть исходная выборка данных имеет вид 

Х = 

1 29
4 23
71 9
91 4

 
 
 
 
 
 

, у = 

17
38

.
8
49

 
 
 
 
 
 

 

Требуется построить линейное регрессионное уравнение 

1 1 2 2 , 1 .,4k k k ky x x k= α + α + ε =   

Будем оценивать его параметры с помощью МНМ, МНК и МАО (т.е. s = 3) 
с использованием специализированного программного комплекса [25]. В ре-
зультате получим 

1  α  = (4.789, 0.421), 2 α  = (3.208, 0.512), 3α  = (2.834, 0.352). 

При этом 1
1(J α ) = 42.684. 

Рассчитаем средневзвешенную оценку:  α  = (3.610, 0.428). 
Назначим уступку 1IΔ , составляющую 10 % от 1

1(J α ): 1IΔ  = 4.2684. 
После решения задачи ЛП (6), (7), (10)–(12), (13) получим компромисс-

ную оценку: *  α  = (3.996, 0.448). 

Заключение 

В работе решена проблема вычисления компромиссной оценки парамет-
ров линейной регрессионной модели, возникающая при ее построении не-
сколькими альтернативными методами идентификации. В общем случае эта 
проблема сводится к весьма сложной в вычислительном отношении задаче не-
линейного программирования. При некоторых упрощающих исходную поста-
новку допущениях проблема сводится к задаче линейного программирования. 
Приведен простой численный пример.  
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