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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается дифференциальное уравне-
ние в частных производных четвертого порядка, описывающее вибрацию пластин 
под воздействием внешней силы. Материалы и методы. Конечно-разностная ап-
проксимация по пространству и времени этого уравнения приводит к разностным 
схемам в нестационарной постановке. Результаты. Предложен алгоритм реализации 
разностных схем с расчетом на каждом временном шаге приращений к решению, что 
позволяет избежать накопления погрешностей. Проведенное исследование устойчиво-
сти различных разностных схем позволило вывести условие устойчивости явной схемы 
и доказать абсолютную устойчивость неявных схем. Выводы. Проведенный анализ яв-
ных и неявных схем показывает условия устойчивости алгоритмов моделирования. 
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Abstract. Background. A fourth-order partial differential equation is considered, which 
describes the vibration of plates under the influence of an external force. Materials and 
methods. A finite-difference approximation in space and time of this equation leads to dif-
ference schemes in a non-stationary formulation. Results. An algorithm for the implementa-
tion of difference schemes is proposed with the calculation of increments to the solution at 
each time step, which makes it possible to avoid the accumulation of errors. The study of 
the stability of various difference schemes made it possible to derive a condition for the 
stability of an explicit scheme and to prove the absolute stability of implicit schemes. Con-
clusions. The performed analysis of explicit and implicit schemes shows the conditions for 
the stability of modeling algorithms.  
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Введение 

Задачи теории упругости, описываемые дифференциальными уравнени-
ями в частных производных четвертого порядка, встречаются при проектиро-
вании строительных сооружений, тепловых машин и устройств, различного 
рода металлоконструкций, при проектировании и производстве радиоэлек-
тронной аппаратуры. Основным элементом перечисленных конструкций яв-
ляется плоская пластина, закрепленная или свободная по краям и подвержен-
ная различного рода переменным во времени воздействиям: вибрационным, 
ударным, температурным, акустическим.  

Плоской пластиной является цилиндрическое или призматическое тело 
с малой высотой относительно размеров основания. Для применения теории 
изгиба должно выполняться условие [1–3]: 0,1lδ ≥ , где δ – толщина пласти-
ны; l – наименьший другой размер пластины. Если это условие не выполняет-
ся, то такая пластина считается толстой. С другой стороны, ожидаемые про-
гибы пластины должны быть малы по сравнению с толщиной. В [1] указано 
следующее соотношение 0,2ϕ ≤ δ , где φ – максимальный ожидаемый прогиб. 
Пластины, не удовлетворяющие этому условию, называют пластинами малой 
толщины – мембранами. Рассмотрение колебаний толстых пластин и мем-
бран выходит за рамки данной работы. 

Вынужденные колебания однородной пластины постоянной толщины, 
вызванные переменным внешним воздействием, характерным для неавто-
номных систем, описываются дифференциальным уравнением бигармониче-
ского типа [1]: 

4 4 4 2
4

4 2 2 4 2
( )2 ,P t

x x y y D D t
∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ ρσ ∂ ϕ∇ ϕ = + + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ( , )x y S∈ , (1) 

с граничными условиями жесткого защемления: 

0,ϕ =  0,
n

∂ϕ =
∂

 ( , )x y ∈Γ , (2) 

и свободного (шарнирного) опирания: 

0,ϕ =  
2 2

2 2 0,
n s

∂ ϕ ∂ ϕ+ μ =
∂ ∂

 ( , )x y ∈Γ , (3) 

где ( , )x yϕ  – отклонение точек пластины (искомое решение), ( )P t  – внешняя 
сила (на практике часто внешняя сила изменяется по гармоническому закону 

с круговой частотой ω и амплитудой P0: 0( ) cos( )P t P t= ω ), 
3

212(1 )
ED δ=

− μ
 – 
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цилиндрическая жесткость пластины; E  – модуль Юнга материала пласти-
ны; δ – толщина пластины; μ  – коэффициент Пуассона материала пластины; 
ρ  – плотность материала пластины; S  – прямоугольная область решения;  
Γ – граница области.  

Можно обозначить через d коэффициент, характеризующий физиче-
ские параметры пластины: 

2

2
12 (1 )d

D E
ρσ ρ − μ= =

δ
. 

Так, например, для стальной пластины толщиной 1 см этот коэффици-

ент равен 
2

6
4

с46 10
м

−⋅ . 

В нестационарной постановке для решения уравнения (1) кроме гра-
ничных условий должны быть заданы еще и начальные условия при t = 0,  
т.е. задаются начальное отклонение и начальная скорость точек пластины: 

pϕ = , q
t

∂ϕ =
∂

. (4) 

Известны различные подходы для моделирования колебаний пластин. 
В частности, используется метод конечных элементов [4–5]. Преимуществом 
метода конечных элементов является возможность учитывать неоднород-
ность структуры пластин. Основными недостатками метода конечных эле-
ментов являются вычислительная сложность и сложность программного 
обеспечения. Для однородных пластин проще использовать метод конечных 
разностей. В известных работах, посвященных моделированию колебаний 
пластин методом конечных разностей [3, 6–9], основное внимание уделяется 
свободным колебаниям пластин. Зачастую рассматриваются лишь некоторые 
граничные условия, анализ устойчивости разностных схем проводится для 
некоторых частных случаев и для явных схем конечно-разностной аппрокси-
мации.  

Целью данной работы является разработка алгоритмов моделирования 
колебаний пластин методом конечных разностей и исследование устойчиво-
сти различных разностных схем. 

Материалы и методы 

Конечно-разностная аппроксимация по пространственным переменным 
сводит задачу (1) к системе обыкновенных дифференциальных уравнений по 
времени:  

2

2 ( )A f t
t

∂ ϕϕ + γ =
∂

, (5) 

где A – конечно-разностный оператор бигармонического уравнения; 
0( )( ) cos(2 ) cos(2 )P t Pf t t F t

D D
= = πν = πν  – функция правой части; ν – частота 

внешней силы; F – приведенная амплитуда внешней силы; h  – шаг аппрок-
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симации по пространству; 4dhγ =  – коэффициент, характеризующий пласти-
ну и шаг аппроксимации по пространству (например, для стальной пластины 
толщиной 1 см и шагом аппроксимации 1 см он равен 14 246 10 с−⋅ ). 

Каждый элемент вектора Aϕ  имеет вид (рис. 1) 

, 1, , 1 1, , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 120 8( ) 2( )k l k l k l k l k l k l k l k l k l− − + + − − + − − + + +ϕ − ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ +  

2, , 2 , 2 2,( )k l k l k l k l+ − + −+ ϕ + ϕ + ϕ + ϕ . (6) 

 

 
Рис. 1. Конечно-разностная аппроксимация по пространству 

 
Для аппроксимации граничных условий (2) и (3) примем, что контур 

пластины совпадает с линиями разностной сетки. Чтобы разностный шаблон 
(рис. 1) действовал для всех узловых точек, в которых рассчитываются от-
клонения пластины, введем законтурный слой узловых точек (рис. 2). Значе-
ния отклонений в законтурных узлах вычисляются из граничных условий.  

 

 
Рис. 2. К определению отклонений в законтурных слоях 

 
Если граница пластины перпендикулярна оси x, то разностный аналог 

(рис. 2) условий (2) для жестко защемленного края имеет вид 



Модели, системы, сети в экономике, технике, природе и обществе. 2022. № 3 

162 

( ), 1, 1,
10, 0,
2k l k l k lh + −ϕ = ϕ − ϕ =  (7) 

откуда 

1, 1, .k l k l+ −ϕ = ϕ  (8) 

Для свободно (шарнирно) опертого края пластины условия (3) в раз-
ностной форме имеют вид (см. рис. 2) 

( ) ( )1, , 1, , 1 , , 12 2
1 2 2 0k l k l k l k l k l k lh h+ − + −

μϕ − ϕ + ϕ + ϕ − ϕ + ϕ = . (9) 

Так как на контуре пластины отклонение равно нулю, то , , 1k l k l+ϕ = ϕ =   

, 1 0k l−= ϕ =  и из (9) имеем значение отклонения для законтурной точки 

1, 1,k l k l+ −ϕ = −ϕ . (10) 

Результаты 
Для конечно-разностной аппроксимации задачи (5) по времени введем 

в рассмотрение систему узловых точек 1j jt t −= + τ , где τ – шаг аппроксима-
ции по времени, j – номер временного шага. Можно предложить три разност-
ные схемы в матричной форме, аналогичные приведенным в [9]: 

1) явная схема: 
1 1

2
2 ;

j j j
j jA f

+ −ϕ − ϕ + ϕϕ + γ =
τ

 (11) 

2) неявная схема: 
1 1

1 1
2

2j j j
j jA f

+ −
+ +ϕ − ϕ + ϕϕ + γ =

τ
; (12) 

3) неявная схема (аналог схемы Кранка – Николсон): 
1 1

1 1
2

1 2( )
2

j j j
j j jA A f

+ −
+ − ϕ − ϕ + ϕϕ + ϕ + γ =

τ
. (13) 

Для всех трех схем должны быть заданы начальные условия исходя из (4):  
0 1,p p qϕ = ϕ = + τ . (14) 

На практике чаще всего начальное отклонение и начальная скорость 
точек пластины нулевые, поэтому 0 1 0ϕ = ϕ = . 

Для явной схемы (11) решение на каждом последующем временном 
шаге j + 1 находится из решения на двух предыдущих шагах j и j – 1: 

2 2
1 12j j j j jA f+ −τ τϕ = ϕ − ϕ − ϕ +

γ γ
 (15) 

или  
2 2

1 1(2 ) .j j j jA f+ −τ τϕ = − ϕ − ϕ +
γ γ

  (16) 
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Формула (16) легко реализуется. Однако при ее использовании могут 
накапливаться погрешности округления. Чтобы ослабить влияние погрешно-
стей, можно рассчитывать на каждом шаге не приближенное решение 1j+ϕ ,  
а приращение решения 1j+Δϕ . Само решение затем находится по формуле 

1 1.j j j+ +ϕ = ϕ + Δϕ  (17) 

В этом случае формулу (15) можно представить в виде 
2 2

1 12 ,j j j j jA f+ −τ τΔϕ = Δϕ − Δϕ − Δϕ + Δ
γ γ

 (18) 

где 1j j j−Δϕ = ϕ − ϕ , 1 1 2j j j− − −Δϕ = ϕ − ϕ , 1j j jf f f −Δ = − . 
Исходными данными для моделирования являются амплитуда F и ча-

стота ν внешней силы, а также T – заданный интервал времени, на котором 
надо найти решение, и τ – шаг аппроксимации по времени. Исходя из нуле-
вых начальных условий (14), обнуляются отклонения в нулевой, первый  
и второй моменты времени, а также начальные приращения отклонений.  
Из-за этого в явной схеме реальный расчет отклонений может начинаться 
только с третьего момента времен под воздействием внешней силы с преды-
дущего момента времени, т.е. со второго момента. Тогда внешнюю силу  
в нулевой и первый моменты времени, а также ее начальное приращение 
можно тоже обнулить. 

Затем начинается циклический расчет отклонений на каждом времен-
ном шаге. Каждый шаг цикла начинается с увеличения на единицу номера 
шага времени и увеличения дискретного времени на величину шага аппрок-
симации по времени. Затем рассчитывается очередное значение внешней си-
лы и ее приращение. Главный и самый трудоемкий расчет очередного при-
ращения решения происходит по формуле (18). Затем рассчитывается 
очередное решение и переприсваиваются приращения предыдущих отклоне-
ний. Окончание процесса моделирования происходит тогда, когда текущее 
время превысит заданное время колебаний.  

Основным недостатком явной схемы является ее условная устойчи-
вость. 

Обсуждение 

Рассмотрим явную схему (18): 
2 2

1 1(2 ) .j j j jA f+ −τ τϕ = − ϕ − ϕ +
γ γ

 

Применяя спектральный критерий устойчивости по Нейману [10], по-
лучим условие устойчивости этой схемы: 

2

2 1iE τ− λ ≤
γ

, (19) 

где ( )i Aλ ≤ β  – собственные числа оператора A; ( )Aβ  – спектральный радиус 
оператора A. 
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Решив неравенство (19) относительно τ, получаем  

3
( )A
γτ ≤

β
. (20) 

Одним из следствий теоремы Гершгорина [11] является следующая 

оценка для спектрального радиуса матрицы A: ( )A Sβ ≤ , где 
1

max
n

kik i
k i

S a
=
≠

=   – 

максимальная сумма модулей коэффициентов разностного оператора A. Для раз-
ностного оператора бигармонического уравнения (6) 8 4 2 4 4 44S = ⋅ + ⋅ + = . То-
гда условием устойчивости явной схемы при моделировании вынужденных 
колебаний пластин будет  

0,068τ ≤ γ . (21) 

Как уже отмечалось ранее, например, для стальной пластины толщиной 
1 см и шагом аппроксимации по пространству 1 см 14 246 10 с−γ = ⋅ . Тогда шаг 
аппроксимации по времени должен быть очень малым: 71,77 10 с 177 нс−τ ≤ ⋅ = . 

Таким образом, существенным недостатком явной схемы следует при-
знать ее условную устойчивость, т.е. существенное ограничение на длитель-
ность интервала между соседними временными шагами. 

Из неявной схемы (12) можно получить систему линейных уравнений 
для расчета φj+1, каждое уравнение которой имеет вид 

1 1 1
2 2 22j j j jA E f+ − +γ γ γ + ϕ = ϕ − ϕ + τ τ τ 

. (22) 

Учитывая положительную определенность и разреженный характер 
матрицы системы (22), целесообразно применять итерационные методы ре-
шения этой системы. 

Решение системы уравнений (22) можно также получить из прираще-
ний Δφj+1. Для этого на каждом временном шаге надо решать систему урав-
нений: 

1
2

jA E G+γ + Δϕ = Δ τ 
, (23) 

где 1 1
2 (2 )j j jG f− +γΔ = Δϕ − Δϕ + Δ

τ
, а затем находить очередное приближение 

решения 1 1j j j+ +ϕ = ϕ + Δϕ . 
Рассмотрим устойчивость неявной схемы (12). Из (23) можно получить 

1 1 12 2 2 2
1 1 12j j j jA E A E A E f

− − −
+ − +     τ τ τ τϕ = + ϕ − + ϕ + +     γ γ γ γ     

. (24) 
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Условие устойчивости по Нейману в этом случае имеет вид  

2
1 1

1i

≤
τ λ +
γ

, (25) 

где iλ  – собственные числа оператора A. 
При 0iλ >  и 0γ >  это условие выполняется при любых τ, значит, не-

явная схема абсолютно устойчива. 
Из неявной схемы Кранка – Николсон (13) можно получить систему 

линейных уравнений для расчета φ 
j+1:  

1 1
2 2 2

2 4 2 2j j j jA E A E f+ −γ γ γ   + ϕ = ϕ − + ϕ +   τ τ τ   
. (26) 

Система (26) также может быть решена одним из итерационных мето-

дов, так как матрица 2
2A Eγ+
τ

 положительно определена. 

Решение также можно получить из приращений Δφj+1. Для этого на 
каждом временном шаге надо решать систему уравнений: 

1
2

2 ,jA E G+γ + Δϕ = Δ τ 
 (27) 

где 1 1
2 2

4 2 2j j jG A E f− +γ γ Δ = Δϕ − + Δϕ + Δ τ τ 
, а затем находить очередное при-

ближение решения 1 1j j j+ +ϕ = ϕ + Δϕ . 
Рассмотрим устойчивость неявной схемы (13). Из (26) можно получить  

1 12 2 2
1 12 .

2 2
j j j jA E A E f

− −
+ −   τ τ τϕ = + ϕ − ϕ + +   γ γ γ   

 (28) 

Для устойчивости этой схемы по критерию Неймана достаточно вы-
полнения условия 

2
1 1

1
2 i

≤
τ λ +
γ

. (29) 

При 0iλ >  и 0γ >  это условие выполняется при любых τ, значит, схе-
ма (28) абсолютно устойчива. 

Выводы 

В работе исследована нестационарная постановка задач на вынужден-
ные колебания пластин, предложен алгоритм реализации разностных схем  
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с расчетом на каждом временном шаге приращений к решению, что позволя-
ет избежать накопления погрешностей. Проведенное исследование устойчи-
вости различных разностных схем позволило вывести условие устойчивости 
явной схемы и доказать абсолютную устойчивость неявных схем. 
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