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Аннотация. Актуальность и цели. Предложен алгоритм, реализующий метод ком-
пьютерного моделирования распределения напряжений и деформаций с учетом изгиб-
ной жесткости в элементах. Материалы и методы. Исследования основаны на поло-
жениях сопротивления материалов и методах исследования математических моделей. 
Результаты. Проведен сравнительный анализ напряженно-деформированного состоя-
ния, определенного, с помощью проблемно-ориентированной системы компьютерного 
моделирования, реализующей предложенный алгоритм, и коммерческой системы ком-
пьютерного моделирования, реализующей метод конечных элементов. Выводы. Ис-
пользование предложенного алгоритма позволит с большей точностью определять 
напряженно-деформированное состояние нитей, обладающих определенной изгибной 
жесткостью. Это даст возможность корректно решать задачи по расчету и конструиро-
ванию, а также может привести к более широкому внедрению элементов, работающих 
в основном на растяжение и частично воспринимающих изгибающие моменты. 
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Abstract. Background. An algorithm is proposed for modeling the distribution of 
stresses and strains, taking into account the bending stiffness in elements for which the de-
sign model is a thread. Materials and methods. The studies were carried out based on the 
provisions of the strength of materials and mathematical modeling. Results. There has been 
carried out a comparative analysis of the stress-strain state, determined using a problem-
oriented software package that implements the proposed algorithm and a commercial com-
puter modeling system that implements the finite element method. Conclusions. The use  
of the proposed algorithm will make it possible to determine the true stress-strain state  
of threads with a certain bending stiffness. This will allow to correctly solve the problems 
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of calculation and design, and can also lead to a wider introduction of elements that work 
mainly in tension and partially perceive bending moments. 
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Введение 
В настоящее время достаточно широко представлены методы по расче-

ту несущих элементов механических систем [1], расчетной моделью которых 
является гибкая нить [2]. В качестве таких элементов выступают стальные 
канаты воздушных линий электропередач, контактных проводов электрифи-
цированных железных дорог, кабель-кранов и канатных дорог [3–5]. Однако 
техническая сложность реализации опорных узлов и ограниченная доступ-
ность стальных канатов ведет к их замене горячекатаными профилями. Это 
особенно актуально для покрытий зданий и сооружений, где в качестве несу-
щих конструкций часто используют криволинейные элементы, выполненные в 
виде стальных труб и двутавров, хорошо работающих как на растяжение, так и 
на изгиб [6]. Следовательно, для указанных элементов расчетная модель гиб-
кой нити не позволит определить истинное напряженно-деформированное со-
стояние (НДС), возникающее в результате внешнего воздействия [7, 8]. Таким 
образом, для определения реальных значений напряжений и деформаций необ-
ходимо рассматривать нить с учетом изгибной жесткости [9]. 

Цель данного исследования заключается в разработке алгоритма ком-
пьютерного моделирования, позволяющего моделировать НДС нитей, обла-
дающих определенной изгибной жесткостью, реализация этого алгоритма  
в системе компьютерного моделирования. 

Материалы и методы 
Рассмотрим изгибно-жесткую нить пролетом l с упругоподатливыми 

опорами, расположенными на разных уровнях под углом β, представленную на 
рис. 1. До приложения равномерно-распределенной нагрузки q нить имеет ис-
ходное очертание, описанное уравнением параболы y0(x). В результате дей-
ствия нагрузки в нити возникают вертикальные перемещения u(x) и появляется 
распор H – горизонтальная составляющая растягивающего нить усилия [10]. 

 

 
Рис. 1. Расчетная модель изгибно-жесткой нити 
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Известно [11], что нить, имеющая определенную изгибную жесткость, 
является общим случаем гибкой нити, для которой уравнение равновесия  
в деформированном состоянии, имеет вид [12] 

Б( )( ) M xy x
H

= , (1) 

где МБ(x) – функция изгибающего момента в шарнирно опертой балке проле-
том l от действия нагрузки q, Н∙м; H – распор, Н. 

Выражение (1) представляет собой уравнение эпюры моментов с мас-
штабом подобия 1/H в балке, имеющей тот же пролет, что и гибкая нить,  
и нагруженная точно так же. 

Переписав выражение (1) следующим образом, получим уравнение мо-
ментов, взятое относительно произвольной точки с абсциссой х, расположен-
ной на оси гибкой нити [13]: 

Б ( ) ( ) 0M x Hy x− = . (2) 

Поскольку нить гибкая, то момент в любой ее точке равен нулю. 
Для нити, обладающей изгибной жесткостью и способной восприни-

мать изгибающий момент, уравнение (2) примет вид 

Б Н( ) ( ) ( , )M x Hy x M Н x− = , (3) 

где MН(H, x) – функция изгибающего момента в изгибно-жесткой нити, Н∙м. 
В уравнении (3) в параметры функции изгибающего момента, воспри-

нимаемого нитью конечной жесткости, добавлен распор ввиду того, что он 
неизвестен на момент определения данной зависимости. 

Момент, возникающий в изгибно-жесткой нити, можно определить  
с помощью приближенной теории изгиба прямолинейных брусьев [14]: 

2

Н 2( , ) ( , )dM H x EJ u H x
dx

= , (4) 

где E – модуль упругости первого рода, Па; J – момент инерции сечения, м4; 
u(H,x) – функция прогиба, м. 

Между изгибающим моментом и поперечной силой существует диффе-
ренциальная зависимость, так производная от изгибающего момента по абс-
циссе сечения нити равна поперечной силе [15]: 

Н Н( , ) ( , )dQ H x M H x
dx

= . (5) 

Из расчетной модели, представленной на рис. 1 видно, что уравнение, 
описывающее конечную линию равновесия, имеет вид 

0( ) ( ) ( , )y x y x u H x= + . (6) 

После подстановки (4) и (6) в уравнение (3) последнее приобретет вид 

( )
2

Б 02 ( , ) ( ) ( ) ( , ) 0dEJ u H x M x H y x u H x
dx

− + + = . (7) 
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Вследствие того, что определение изгибающего момента в шарнирно 
опертой однопролетной балке не вызывает затруднений, то уравнение (7) не 
будет иметь решения только до тех пор, пока не известен распор [16, 17].  
В первом приближении значение распора следует принимать равное вели-
чине, полученной в результате расчета эквивалентной гибкой нити. 

Внутренние усилия (изгибающий момент МБ(x) и поперечная сила 
QБ(x)), возникающие при изгибе в однопролетной шарнирно опертой балке 
при действии равномерно-распределенной нагрузки, определяются по выра-
жениям: 

2

Б
2( ) ( 0)

2 2

d

d

dx x
qdc dМ x x x q x x

l

  − −      = ≥ − > − + 
 

 

2

2
2 2

d

d

dx x
dq x x

  − +      + > + 
 

; (8) 

Б ( ) ( 0)
2 2d d

qdc d dQ x x q x x x x
l

    = ≥ − − − > − +        
 

2 2d d
d dq x x x x    + − + > +        

, (9) 

где d – ширина зоны приложения нагрузки, м; с – расстояние от центра зоны 
приложения нагрузки до опоры В, м; xd – абсцисса центра зоны приложения 
нагрузки, м. 

Геометрическое место линии равновесия начального очертания изгиб-
но-жесткой нити с достаточной степенью точности описывается квадратич-
ной функцией: 

20 0
0 2

4 4( ) f fy x x x
l l

= − , (10) 

где f0 – первоначальная стрела провеса, м. 
Получив решение дифференциального уравнения (7) относительно 

прогибов, воспользуемся условием неразрывности деформаций, являющимся 
вторым дополнительным уравнением, позволяющим найти истинное значе-
ние распора в изгибно-жесткой нити: 

0 Δ ( ) ( )L L H L H+ = , (11) 

где L0 – начальная длина, м; ΔL(H) – упругая деформация, м; L(H) – конечная 
длина, м. 

Длина нити до приложения нагрузки равна 

( )
2

0 0
0

1 ( ) tgβ)
l dL y x x dx

dx
 = + − 
  . (12) 
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Под нагрузкой нить удлиняется на величину 
2

Б Н

0

( ) ( , )Δ ( ) 1 tgβ ,
lH Q x Q H xL H dx

EA H
 − = + +  

   
  (13) 

где A – площадь поперечного сечения, м2. 
Конечная длина определяется по выражению: 

( )
2

2

0

( ) 1 ( ) tgβ
l H

k dL H y x x dx
dx

−

 = + − 
  , (14) 

где k – жесткость упругоподатливых опор, Н/м. 
После того как определены все члены уравнения неразрывности де-

формаций, необходимо проверить данное условие. Если условие не выполня-
ется, то расчет дифференциального уравнения (7) следует повторить. Расчет 
ведется методом последовательных приближений, и итерационный процесс 
заканчивается только тогда, когда условие неразрывности деформаций (11) 
выполняется. 

Далее появляется возможность определить растягивающее продольное 
усилие. Из рис. 1 видно, что в любой точке по длине нити конечной жестко-
сти растягивающее продольное усилие равно сумме проекций балочной по-
перечной силы и распора на касательную к линии конечного очертания. Ма-
тематически это записывается так: 

Б( ) ( )sinα( ) cosα( )T x Q x x H x= + , (15) 

где α(x) – угол между касательной в произвольной точке к линии конечного 
очертания изгибно-жесткой нити и осью абсцисс. 

Тригонометрические функции угла между касательной в произвольной 
точке к линии конечного очертания изгибно-жесткой нити и осью абсцисс 
определяются по выражениям: 

( )

( )
2

( ) tgβ
sinα( )

1 ( ) tgβ

d y x x
dxx

d y x x
dx

−
=

 + − 
 

; (16) 

( )
2

1cosα( )

1 ( ) tgβ

x
d y x x
dx

=
 + − 
 

. (17) 

Как только найдены продольное усилие и момент, возникающие  
в изгибно-жесткой нити, можно определить нормальные напряжения. 

Минимальные нормальные напряжения: 

Н
min

( ) ( , )( ) T x M H xx
A W

σ = − , (18) 

где W – осевой момент сопротивления сечения, м3. 
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Максимальные нормальные напряжения: 

Н
max

( ) ( , )( ) T x M H xx
A W

σ = + . (19) 

Общая последовательность действий при определении НДС нитей, об-
ладающих определенной изгибной жесткостью, представлена в форме алго-
ритма на рис. 2 и реализована с помощью численных схем решения в про-
блемно-ориентированной системе компьютерного моделирования [18]. 

 

 
Рис. 2. Алгоритм моделирования напряженно-деформированного  

состояния изгибно-жестких нитей 
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Результаты исследования 
С целью верификации предложенного алгоритма выполним сравни-

тельный анализ НДС изгибно-жесткой нити с заданными физическими и гео-
метрическими параметрами. Искомые напряжения и деформации определим 
в результате моделирования, проведенного с помощью проблемно-
ориентированной системы компьютерного моделирования [18], реализующей 
разработанный алгоритм, а также коммерческой системы компьютерного мо-
делирования, основанной на методе конечных элементов. 

Объектом исследования для задачи верификации явилась изгибно-
жесткая нить, представляющая собой стальную трубу с наружным диаметром 
0,55 м и толщиной стенки 0,025 м, пролетом l = 12 м, закрепленная на упруго-
податливых опорах с жесткостью k = 100 000 кН/м, испытывающая равномер-
но-распределенную нагрузку q = 341,27 кН/м на половине пролета d = 6 м, 
xd = 9 м. Хорда, соединяющая точки крепления A и B, располагалась под уг-
лом β = 5 град. Первоначальная стрела провеса в середине пролета f0 = 1 м. 
Нагрузка, вызывающая начальное очертание, отсутствовала. 

В качестве коммерческой системы компьютерного моделирования, ре-
ализованной на методе конечных элементов, использовался программный 
комплекс ЛИРА версии 10.8 релиз 3.6. Моделирование нити с учетом изгиб-
ной жесткости велось с помощью геометрически нелинейного конечного 
элемента – стержня сильного изгиба (тип 309). Упруго-податливые опоры за-
давались одноузловыми конечными элементами упругой связи по направле-
нию глобальной оси X (тип 56). Метод приложения назрузки представлял со-
бой автоматический выбор шага с поиском новых форм равновесия. 

На рис. 3–5 представлены в графическом виде результаты моделирова-
ния с использованием эпюр, показывающих распределение нормальных 
напряжений и вертикальных перемещений в зависимости от значения абс-
циссы пролета изгибно-жесткой нити. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Эпюра нормальных напряжений σmin: 
а – метод конечных элементов; б – предложенный алгоритм 
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а) 

 
б) 

Рис. 4. Эпюра нормальных напряжений σmax: 
а – метод конечных элементов; б – предложенный алгоритм 

 

 

а) 

 
б) 

Рис. 5. Эпюра вертикальных перемещений: 
а – метод конечных элементов; б – предложенный алгоритм 

 
В табл. 1 отражены основные критерии оценки НДС изгибно-жесткой 

нити, полученного в результате моделирования предложенным алгоритмом  
и МКЭ. 
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Таблица 1 
Сопоставление результатов моделирования 

Критерий оценки Предложенный  
алгоритм МКЭ Расхождение 

значений, % 
Нормальные напряжения σmin(x), МПа –344,02 –343,09 0,27 
Нормальные напряжения σmax(x), МПа 417,2 418,54 0,32 
Прогиб u(x), мм –75,8 –77,99 2,81 

 
Из табл. 1 видно, что значения, полученные с помощью предложенного 

алгоритма, хорошо согласуются с величинами напряжений и деформаций 
определенными с помощью общепризнанного метода конечных элементов  
и их расхождение не превышает 5 %, что является хорошим показателем  
для инженерных расчетов. 

Заключение 
В статье представлены результаты комплексного исследования научно-

технической проблемы расчета распределения напряжений и деформаций  
с учетом определенной изгибной жесткости нити при действии распределен-
ной нагрузки с применением современной технологии математического мо-
делирования и вычислительного эксперимента. В результате исследования 
предложен алгоритм, использование которого позволяет определить истин-
ное НДС нитей, обладающих определенной изгибной жесткостью. Это дает 
возможность корректно решать задачи по расчету и конструированию, а так-
же может привести к более широкому внедрению элементов, обеспечиваю-
щих общую прочность механических систем и работающих в основном на 
растяжение с частичным восприятием изгибающих моментов. 
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