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Аннотация. Предмет и цель работы. Применение специального вида 

нейронных сетей – сетей радиальных базисных функций является перспективным 
направлением решения краевых задач, являющихся моделями объектов с распреде-
ленными параметрами. Применение таких нейронных сетей сдерживается отсутстви-
ем быстрых и простых алгоритмов обучения. Целью работы является совершенство-
вание алгоритмов обучения сетей радиальных базисных функций при решении 
краевых задач, позволяющих сократить время решения задачи. Методы. Анализ гра-
диентных алгоритмов обучения сетей радиальных базисных функций показал пер-
спективность разработки новых алгоритмов обучения, основанных на методах опти-
мизации Нестерова и Левенберга – Марквардта. Результаты. Разработаны 
алгоритмы обучения сети на основе методов Нестерова и Левенберга – Марквардта, 
отличающиеся учетом специфики архитектуры сети и аналитическим вычислением 
параметров. Алгоритм на основе метода Левенберга – Марквардта достиг на модель-
ной задаче малой погрешности за число итераций, равное числу итераций алгоритма 
на основе метода доверительных областей, но проще этого алгоритма, так как не тре-
бует решения на каждой итерации задачи условной оптимизации. Выводы. Разрабо-
тан быстрый алгоритм обучения сетей радиальных базисных функций, предназна-
ченных для моделирования объектов с распределенными параметрами. 
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Abstract. Subject and goals. The use of a special type of neural networks – radial 

basic function networks is a promising direction for solving boundary value problems, 
which are models of objects with distributed parameters. The use of such neural networks is 
constrained by the lack of fast and simple learning algorithms. The aim of the work is to 
improve the learning algorithms for radial basis function networks in solving boundary val-
ue problems, which reduce the time to solve the problem. Мethods. An analysis of gradient 
learning algorithms for radial basis function networks showed the promise of developing 
new learning algorithms based on the optimization methods of Nesterov and Levenberg – 
Marquardt. Results. Algorithms for learning the network based on the methods of Nesterov 
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and Levenberg – Marquardt are developed, which differ by considering the specifics of the 
network architecture and the analytical calculation of parameters. An algorithm based on 
the Levenberg – Marquardt method achieved a small error in the model problem for the 
number of iterations equal to the number of iterations of the algorithm based on trust region 
method, but simpler than this algorithm, since it does not require a solution to the condi-
tional optimization problem at each iteration. Conclusions. A fast algorithm for learning ra-
dial basis function networks designed for modeling objects with distributed parameters has 
been developed. 

Keywords: boundary value problems, partial differential equations, radial basis func-
tion networks, neural networks learning, gradient algorithms, Nesterov's method, Leven-
berg – Marquardt method. 

Введение 

Большое количество объектов реального мира являются объектами с 
распределенными параметрами [1]. Математическими моделями таких объек-
тов являются краевые задачи для дифференциальных уравнений в частных 
производных (ДУЧП). Аналитическое решение краевых задач для ДУЧП уда-
ется получить только для ограниченного круга задач. Поэтому применяются 
численные методы. Наиболее популярны методы конечных разностей и ко-
нечных элементов [2], требующие построения сетки. Генерация сеток для 
двух- и трехмерных областей сложной конфигурации является сложной и 
трудоемкой задачей. Трудоемкость формирования сетки для реальных задач 
зачастую превосходит трудоемкость решения системы разностных уравне-
ний [3]. Моделирование объектов с распределенными параметрами методами 
конечных разностей и конечных элементов сводится к решению плохо обу-
словленных разреженных систем алгебраических уравнений очень большой 
размерности, что требует больших затрат на их решение. Восстановление 
решения по его дискретной аппроксимации является отдельной достаточно 
трудоемкой задачей. 

Альтернативой методам конечных разностей и конечных элементов яв-
ляются бессеточные методы [4] – «численные методы, которые не требуют 
сетки точек, соединенных между собой для аппроксимации уравнений» [5]. 
Перспективной является реализация бессеточных методов на нейронных се-
тях. Решение краевых задач на нейронных сетях представляет собой нейросе-
тевую аппроксимацию неизвестного решения задачи. Известно, что нейрон-
ные сети являются хорошими аппроксиматорами функций. В теории 
нейронных сетей известна универсальная теорема аппроксимации, или тео-
рема Цыбенко (Cybenko G. ) [5]: нейронная сеть с одним скрытым слоем, со-
держащим нейроны с сигмоидальной функцией активации, и линейным вы-
ходным слоем может при достаточном количестве нейронов в скрытом слое 
аппроксимировать с любой степенью точности любую непрерывную функ-
цию. Решение краевых задач для ДУЧП возможно на многослойных сетях 
прямого распространения (многослойных персептронах) [7], сетях радиаль-
ных базисных функций [7], клеточных нейронных сетях [8], сетях Хопфилда 
[9]. В настоящее время популярно применение глубоких нейронных сетей 
прямого распространения для решения краевых задач [10, 11]. Для решения 
краевых задач, описываемых ДУЧП, особенно перспективно применение се-
тей радиальных базисных функций (РБФ-сетей) [7], так как РБФ-сети содер-
жат всего два слоя, один из которых является линейным, а формирование ре-
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шения носит локальный характер, что упрощает обучение таких сетей. В [12] 
доказано, что РБФ-сеть является универсальным аппроксиматором. Приме-
нение РБФ-сетей является развитием проекционных методов на основе ради-
альных базисных функций (РБФ) [13, 14]. В отличие от использования РБФ, 
применение РБФ-сетей позволяет в процессе обучения сети находить не 
только веса, но и параметры базисных функций.  

Решение задачи формируется в процессе обучения РБФ-сети. Поэтому 
важно сокращение времени обучения сетей. Но в настоящее время для обуче-
ния РБФ-сетей при решении краевых задач используются, в основном, про-
стейшие градиентные методы первого порядка на основе градиентного спус-
ка [7]. Быстрые методы второго порядка практически не используются при 
решении краевых задач на РБФ-сетях. Исключение представляет предложен-
ный в [15] и исследованный в [16, 17] метод доверительных областей. Но ме-
тод весьма сложен, так как требует на каждой итерации решения задачи ми-
нимизации решать задачу условной минимизации.  

Целью данной работы является совершенствование алгоритмов обуче-
ния сетей радиальных базисных функций при решении краевых задач, позво-
ляющих сократить время решения задачи. 

Материалы и методы 

Рассмотрим краевую задачу в операторной форме  

( )( ) , Ω,Lu f= ∈x x x  ( )( ) ,  Ω,Bu p= ∈∂x x x    (1) 

где L  – дифференциальный оператор; u  – решение задачи; Ω  – область ре-
шения; B  – оператор граничных условий; Ω∂  – граница области; f  и p – 
известные функции.  

РБФ-сеть включает два слоя [18]. Первый слой состоит из РБФ, произ-
водящих нелинейное преобразование входного вектора [ ]1 2, ,..., dx x x=x  – ко-
ординат точки, в которой вычисляется приближение к решению ( d  – раз-
мерность пространства). РБФ – это функции расстояния точки пространства 
от параметра функции, называемого центром функции:  

( ),ϕ −x c p , 

где x  – точка пространства; p  – вектор параметров функции; c  – центр ра-
диальной базисной функции; −x c  – евклидова норма (расстояние) между 
точкой и центром. Применяются различные РБФ. В данной работе использу-
ется функция Гаусса (гауссиан): 

2

2
|| ||φ(|| ||, ) exp

2
a

a
 −− = − 
 

x cx c , 

где c  – положение центра функции; a  – параметр формы, часто называемый 
шириной. 

Второй слой РБФ-сети представляет собой линейный взвешенный сум-
матор 
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( ) ( ; )

M

m m m
m

u w
=

= ϕx x p ,  (2) 

где M  – количество РБФ; mw  – вес РБФ mϕ ; mp  – вектор параметров. 
Процесс решения краевых задач с помощью РБФ-сетей состоит из  

трех этапов. 
1. Внутри области решения Ω  выбирается N  внутренних пробных то-

чек и на границе Ω∂  K  граничных пробных точек (точек, в которых контро-
лируется невязка решения): 

11,2, , 1, , ,{ | } { | }i i N i i N N N K= = + +⊂ Ω ∪ ⊂ ∂Ωx x  .  (3) 

Когда нет априорной информации о решении, целесообразно использо-
вать случайное равномерное размещение пробных точек по области и на гра-
нице решения. Для задач аппроксимации известно соотношение между коли-

чеством РБФ M  и количеством пробных точек N K+ : ( )
1
3M N K∞ + , где ∞  

означает пропорциональность [19]. Однако при аппроксимации решений кра-
евых задач с помощью РБФ-сетей данная зависимость дает избыточное коли-
чество пробных точек, поэтому приходится подбирать количество пробных 
точек.  

2. Определяется структура РБФ-сети: количество РБФ, вид РБФ, зада-
ются начальные значения вектора весов и векторов параметров РБФ. Одно-
значные рекомендации по выбору вида РБФ отсутствуют. При решении за-
дач, описываемых дифференциальными уравнениями второго порядка, 
необходимо вычислять вторые производные от выхода сети. Поэтому целесо-
образно использовать функцию Гаусса, область определения которой сопо-
ставима с областями определения ее производных, чего нельзя сказать о 
мультиквадриках, для которых наблюдается большой разброс значений. При 
выборе начальных значений необходимо задать параметры РБФ и вектор ве-
сов. Центры РБФ можно расположить в узлах равномерной сетки или слу-
чайным образом. Можно увеличить плотность РБФ в областях, где ожидается 
изменение характера решения.  

3. Выполняется обучение сети, т.е. подбор таких значений весов и па-
раметров RBF, чтобы некоторый функционал ошибки в пробных точках при-
нимал минимальное значение. Поскольку решение в пробных точках неиз-
вестно, то возможна только минимизация невязок приближенного решения 
на множестве пробных точек. Для построения функционала ошибки исполь-
зуется метод наименьших квадратов. Функционал ошибки для поиска весов 
w  и параметров p  РБФ, минимизирующих невязки в пробных точках, име-
ет вид 

( ) [ ] [ ]2 2

1 1
, ( ; , ) ( ) ( ; , ) ( )  

N N K

RBF i i RBF i i
i i N

J Lu f Bu p
+

= = +

= − + λ − w p x w p x x w p x ,    (4) 

где ix  – пробные точки (3); λ  – подбираемый штрафной множитель; RBFu  – 
приближенное решение, получаемое на RBFN. 

Штрафной множитель λ  обеспечивает выполнение граничных усло-
вий, так как в бессеточных методах условия на границе не фиксируются.  
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Абсолютное большинство алгоритмов обучения РБФ-сетей основано на 
градиентных методах оптимизации [20]. Градиентные методы являются ме-
тодами локальной оптимизации, что в общем случае не гарантирует достиже-
ния глобального минимума функционала ошибки. В то же время поиск гло-
бального минимума функционала ошибки не обязателен, достаточно найти 
локальный минимум с некоторой заданной точностью. Среди градиентных 
методов выделяют три класса: методы нулевого порядка, использующие при 
оптимизации только значения оптимизируемой функции, но не значения ее 
производных, методы первого порядка, применяющие первые производные 
оптимизируемой функции (градиент функции), и методы второго порядка, 
применяющие вторые производные (матрицу Гессе, гауссиан).  

В известных работах, посвященных решению краевых задач на 
РБФ-сетях [7], используется простейший метод первого порядка – метод гра-
диентного спуска. Рассмотрим реализацию метода скорейшего спуска на 
примере двумерной задачи (1). Рассмотрим единый вектор параметров РБФ: 

T

1 2 11 21 1 12 22 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , ,
RBF RBF RBF RBFn n n nw w w c c c c c c a a a =  θ     ,  (5) 

где jw  – веса РБФ; 1, 2, 3, , RBFj n=  ; RBFn  – количество РБФ; 1jc  и 2jc  – ко-

ординаты центров; ja  – ширина. 
Коррекция вектора (5) на итерации k  в методе градиентного спуска 

производится по формуле 
( ) ( ) ( )1 1k k k+ += + Δθ θ θ ,  (6) 

где ( ) ( )( )1k kJ+Δ = −η∇θ θ  – вектор поправки параметров; η  – скорость обуче-

ния (подбираемый гиперпараметр алгоритма); ( )( )kJ∇ θ  – вектор градиента 

функционала ошибки (4) по компонентам вектора ( )kθ  (5) на итерации k .  
Вычисления по (6) заканчиваются при малом значении функционала 

(4). Метод градиентного спуска обладает низкой скоростью сходимости, что 
не позволяет решать задачи с большой точностью. 

Методы второго порядка основаны на квадратичной аппроксимации 
функционала ошибки. В окрестности вектора параметров ( )kθ сети функцио-
нал ошибки (4) аппроксимируется формулой Тейлора: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )T T1 1 1 11
2

k k k k k k k kJ J J J+ + + +   + Δ ≈ + ∇ Δ + Δ Δ  θ θ θ θ θ θ H θ θ , (7) 

где ( )( )kJ∇ θ  – градиент функционала; ( )( )( )kJH θ  – матрица Гессе (матрица 

вторых производных функционала), вычисленная при ( )kθ . 
Из условия минимума функционала (7) может быть получен вектор 

( )1k+Δθ  поправки параметров сети, обеспечивающий уменьшение функциона-
ла ошибки. Из-за сложности вычисления матрицы Гессе для многослойных 
персептронов используются различные приближения матрицы Гессе. Напри-
мер, в методе сопряженных градиентов используются формулы Флетчера – 
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Ривса (Fletcher R., Reeves C. M.) и Полака – Рибьера (Polak E., Ribiere G.).  
В квазиньютоновских методах матрица приближения к гессиану рассчитыва-
ется на каждом шаге обучения, например, по формуле Бройдена – Флетчера – 
Гольдфарба – Шанно (Broyden – Fletcher – Goldfarb – Shanno – BFGS). В ме-
тоде Левенберга – Марквардта матрица Гессе аппроксимируется с помощью 
произведения матриц Якоби вектора ошибок сети. 

Методы второго порядка не получили распространения при обучении 
РБФ-сетей. Хотя наличие только одного слоя с нелинейными функциями и 
дифференцируемость большинства РБФ обеспечивают возможность приме-
нения методов оптимизации второго порядка при обучении РБФ-сетей. Пред-
ложенный в [15] быстрый алгоритм обучения РБФ-сетей основан на эффек-
тивном методе оптимизации – методе доверительных областей (МДО) [21]. 
Метод позволяет одновременно оптимизировать большое количество пара-
метров, обладает высокой скоростью сходимости даже для плохо обуслов-
ленных задачах, позволяет преодолевать локальные минимумы. Алгоритм 
МДО достаточно сложен, так как минимум функционала ошибки отыскива-
ется в ограниченных областях, что требует на каждом шаге процесса оптими-
зации решения условной задачи оптимизации. Поэтому целесообразно иссле-
довать возможность адаптации для обучения РБФ-сетей современных 
быстрых методов первого порядка и метода Левенберга – Марквардта. Осо-
бый интерес представляет метод Левенберга – Марквардта, который проще в 
реализации, чем МДО, и, как показано в [22], эквивалентен МДО. 

Результаты 
При обучении сетей глубокой архитектуры [23] успешно используется 

быстрый градиентный алгоритм первого порядка – алгоритм ускоренного 
градиента Нестерова (NAG – Nesterov Accelerated Gradient) [24]. Применение 
этого алгоритма для обучения РБФ-сетей при решении задач аппроксимации 
функций впервые предложено в [25].  

В [24] доказано, что метод Нестерова можно представить в виде метода 
с импульсом (моментом) с модифицированным вычислением градиента: 

( ) ( ) ( )1 1k k k+ += + Δθ θ θ , 
( ) ( ) ( ) ( )( )1k k k k+Δ = αΔ − η + αΔθθ θ g θ θ , (8) 

где α  и η  – подбираемые коэффициенты; ( ) ( )( ) ( ) ( )( )k k k kJ+αΔ =∇ +αΔθg θ θ θ θ  – 

вектор градиента функционала ошибки в промежуточной точке. 
На качественном уровне эффект ускорения алгоритма за счет вычисле-

ния градиента в промежуточной точке объясняется тем, что, как правило, 
вектор градиента указывает правильное направление минимума. Градиент, 
вычисленный чуть дальше в правильном направлении, будет несколько точ-
нее градиента, вычисленного в исходной точке. 

В реализации методов первого порядка для обучения РБФ-сетей пред-
лагается компоненты вектора градиента функционала ошибки по весам, цен-
трам и ширине вычислять аналитически. В качестве примера рассмотрим мо-
дельную задачу, описываемую уравнением Лапласа с граничными условием 
Дирихле: 
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( ) ( )
2 2

1 2 1 22 2
1 2

, , ,u u f x x x x
x x

∂ ∂+ = ∈Ω
∂ ∂

, ( ) ( )1 2 1 2, ,   ,u p x x x x= ∈∂Ω ,  (9) 

где ∂Ω  – граница области; f и p  – известные функции ( , )x y . 
Тогда функционал ошибки (4) запишется в виде 

( ) ( )222 2

1 1 1 1

N K N K

i j i i j j
i j i j

I r r u f u p
= = = =

   
= + λ = Δ − + λ −   
   
    ,  (10) 

где ir  и jr  – невязки приближенного решения во внутренних и граничных 
пробных точках; iuΔ  – лапласиан в точке i . 

Компоненты градиента по весам RBFN вычисляются по формуле  

( ) ( )
2 2

2 2

2 2
2 2

4
1 1

2i p i p

p p
N K

i p pa a
i i j j p

i jp p

aI v f e v p w e
w a

− −
− −

= =

− −∂ = Δ − + λ −
∂  

x c x c
x c

. 

Компонент градиента по координате 1pc  центра RBFN имеет вид 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

2 2
2

1 1 6
11

1 12
2

1

4

.

i p

p

j p

p

N
i p pa

p i i i p
ip p

K
j pa

p j j
j p

aI w v f e x c
c a

x c
w v p e

a

−
−

=

−
−

=

− −∂ = Δ − − +
∂

−
+λ −





x c

x c

x c

 

Аналогичный вид имеет компонент градиента по координате 2pc . 
Компонент градиента по ширине равен 

( )

( )

2

2

2

2

4 2 4
2

7
1

2

2
3

1

6 4

.

i p

p

j p

p

N
i p p i p p a

p i i
ip p

K
j p a

p j j
j p

a aI w v f e
a a

w v p e
a

−
−

=

−
−

=

− − − +∂ = Δ − +
∂

−
+λ −





x c

x c

x c x c

x c
 

Процесс обучения сети заканчивается при малом значении функциона-
ла ошибки (10) или средней квадратической погрешности. 

Реализацию метода Левенберга – Марквардта обучения РБФ-сети для 
решения краевой задачи рассмотрим на примере модельной задачи (9). В ме-
тоде Левенберга – Марквардта поправка ( )kΔθ  вектора параметров θ  (5) 
находится из решения системы линейных алгебраических уравнений: 

( ) ( )T
1 1 1

k
k k k k− − −+ μ Δ = −J J E θ g ,  (11) 

где матрица T
1 1k k k− − + μJ J E  – аппроксимация матрицы Гессе; 1k−J  – матрица 

Якоби, вычисленная в 1k −  итерации; kμ  – параметр регуляризации, изме-
няющийся на каждом шаге обучения; E  – единичная матрица; T=g J r  – век-
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тор градиента функционала (4) по вектору параметров θ , здесь 
T

1 2 nr r r =  r   – вектор невязок во внутренних и граничных пробных точках.  
Представим матрицу Якоби в блочном виде:  

1 2
 =  w c c aJ J J J J , 

где  

1 1

1

2 2

1

1

RBF

RBF

RBF

n

n

n n

n

r r
w w

r r
w w

r r
w w

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂=  
 
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

wJ





  



, 
1

1 1

11 1

2 2

11 1

11 1

RBF

RBF

RBF

n

nc

n n

n

r r
c c

r r
c c

r r
c c

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂=  
 
 

∂ ∂ 
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


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
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2

1 1

12 2

2 2
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n n
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r r
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r r
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r r
c c
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1 1

1

2 2

1

1

RBF

RBF

RBF

n

n

n n

n

e e
a a

e e
a a

e e
a a

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂=  
 
 
∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

aJ





  



, 

где n N K= +  – суммарное количество пробных точек.  
Элементы матрицы Якоби предлагается вычислять аналитически. Эле-

менты матрицы wJ  для внутренних пробных точек вычисляются по формуле 

( ) ( )
2

2

2 22 2
2

4 4

2 2i j

j i j j i j jai ii
j i

j j j j

a av fr e
w w a a

−
− − − − −∂ Δ −∂ = = = ϕ

∂ ∂

x c
x c x c

x , 

где ( )j iϕ x  – значение РБФ jϕ  в пробной точке ix . 
Для граничных пробных точек вычисления производятся по формуле 

( )
2

2exp
2

i ji
j i

j j

r
w a

 −∂  = − = ϕ
 ∂
 

x c
x . Элементы матрицы 

1c
J  для внутренних 

пробных точек имеют вид 

( ) ( )( )

( )( )( )

2

2

2 22 2
2

1 1 1 14 2 4 2
1

2 2
1 16

4 4

4 .

i j

j i j j i j jaj ji
j j i j

j j j j j

j
j i j i j j

j

a aw wr e x c x c
c a a a a

w
x c a

a

−
− − − − −∂ = − = ϕ − =

∂

= ϕ − − −

x c
x c x c

x

x x c
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Для граничных точек элементы матрицы записываются в виде 

( )
2

22 1 1 1 1
2 2

1

( ) ( )i j

ja i j i ji
j j j i

j j j

x c x cr w e w
c a a

−
− − −∂ = = ϕ

∂

x c

x . 

Аналогично вычисляются элементы матрицы 
2cJ . Элементы матрицы 

aJ  для внутренних пробных точек имеют вид 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2
2 22 2 2

5 2

2
2 22 2

5 2

2 4

2 4 .
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Для граничных точек элементы матрицы записываются в виде  

( )
2

2

2 2

2
3 3

i j

j i j i jai
j j j i

j j j

r w e w
a a a

−
− − −∂ = = ϕ

∂

x c
x c x c

x . 

Условием завершения процесса обучения методом Левенберга – Марк-
вардта является малое значение функционала ошибки (10) или средней квад-
ратической ошибки. 

В методе Левенберга – Марквардта параметр регуляризации μ  должен 
изменяться в процессе обучения сети. Процесс обучения начинается при от-
носительно большом значении параметра μ . Это означает, что в начале про-
цесса обучения гессиан в (11) близок к приближенному значению ≈ μH E , а 
вектор поправки определяется методом градиентного спуска с малым шагом 

( )
1

k
k k−Δ = − μθ g . По мере уменьшения функционала ошибки параметр μ  

уменьшается и метод приближается к методу Ньютона с аппроксимацией 
гессиана T≈H J J . Это обеспечивает высокую скорость сходимости, так как 
метод Ньютона вблизи минимума функционала ошибки имеет хорошую схо-
димость. В [22] рекомендуется начинать с некоторого значения 0μ и коэффи-
циента 1ν > . Текущее значение μ  делится на ν , если функционал ошибки 
уменьшается, или умножается на ν , если функционал ошибки увеличивается. 

В [22] показано, что метод Левенберга – Марквардта эквивалентен ме-
тоду доверительных областей, а радиус доверительной области регулируется 
параметром μ . Но в отличие от известных реализаций метода доверительных 
областей метод Левенберга – Марквардта не требует решения на каждой ите-
рации обучения достаточно сложной задачи условной оптимизации. То есть 
метод Левенберга – Марквардта, сохраняя положительные свойства метода 
доверительных областей, является более простым. 

Недостатком метода Левенберга – Марквардта является плохая обу-
словленность системы (11), зависящая от ширины РБФ и увеличивающаяся с 



59 

ростом точности вычислений. Известно [26], что матрица, элементами кото-
рой являются РБФ, является плохо обусловленной и обусловленность матри-
цы зависит от ширины РБФ. C ростом ширины РБФ элементы матрицы wJ  
стремятся к единице, а элементы матриц cJ  и aJ  стремятся к нулю. Число 
обусловленности матрицы TJ J  растет. Параметр регуляризации μ  улучшает 
обусловленность системы (11), но уменьшение параметра μ  по мере умень-
шения погрешности приводит к ухудшению обусловленности. 

Обсуждение 
Эксперименты проводились в системе MATLAB R2019b. Для решения 

системы (11) использовался решатель системы MATLAB. 
Эксперименты проводились на примере задачи (9) при 

( ) ( ) ( )1 2 1 2, sin sinf x x x x= π ⋅ π , ( )1 2, 0p x x = . Задача имеет аналитическое ре-

шение
 

2
1 sin sin

2
u x y= − π ⋅ π

π
 в единичном квадрате. Количество внутренних 

и граничных пробных точек равно 100N = , 40K = . Штрафной коэффициент 
равен 100λ = . Центры RBF располагались регулярно на квадратной сетке с 
количеством центров по каждой координате, равным 8. Пробные точки рас-
полагались случайным образом в области решения и на границе области. Ве-
са инициировались нулевыми значениями. Начальная ширина всех РБФ была 
постоянной, равной 0,2.  

На рис. 1 показано расположение центров, условное обозначение ши-
рины (в виде окружностей с радиусами, равными ширине) РБФ и значения 
весов с использованием цветовой палитры MATLAB перед обучением сети 
(рис. 1,а) и после обучения (рис. 1,б). Рис. 1 показывает важность настройки 
параметров РБФ. 

 

 
а)  

 
б) 

Рис. 1. Центры и ширина РБФ при решении первой задачи:  
а – перед обучением сети; б – после обучения сети  

методом Левенберга – Марквардта 
 
По сравнению с аналитическим решением достигнута среднеквадрати-

ческая относительная погрешность 48,519 10−⋅ . 
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Зависимость среднеквадратической невязки различных алгоритмов от 
номера итерации при обучении РБФ-сети различными алгоритмами показана 
на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Зависимости среднеквадратической невязки различных алгоритмов  

от номера итерации 
 
Результаты экспериментов по решению краевой задачи на РБФ-сетях, 

обучаемых различными алгоритмами, представлены в табл. 1.  

Таблица 1 

Результаты экспериментов при решении краевой задачи 1 

Алгоритм Среднеквадратическая 
погрешность 

Число  
итераций Время решения, с 

Градиентный спуск 3 ⸱ 10–3 1000 1100 
Метод Нестерова 7 ⸱ 10–4 1000 1120 
Метод Левенберга – 
Марквардта 10–6 30 8,5 

 
Метод градиентного спуска позволил решить модельную задачу с не-

большой точностью. Для решения с большой точностью метод практически 
неприменим. Несколько бо́льшую точность обеспечивает метод Нестерова. 
Только метод Левенберга – Марквардта позволил решить задачу с высокой 
точностью за приемлемое время. Метод Левенберга – Марквардта показал 
практически одинаковые результаты по сравнению с методом доверительных 
областей [15], но реализация метода Левенберга – Марквардта проще. Недо-
статками метода Левенберга – Марквардта являются плохая обусловленность 
системы, формирующей коррекцию параметров, и негладкий характер схо-
димости. 

Таким образом, алгоритм метода Левенберга – Марквардта показал яв-
ное преимущество перед алгоритмами первого порядка и обеспечил точность 
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на уровне известных реализаций алгоритма доверительных областей, но 
проще этих алгоритмов. 

Выводы 
Сети радиальных базисных функций являются перспективным сред-

ством решения краевых задач, описываемых дифференциальными уравнени-
ями в частных производных. Но известные методы обучения сетей радиаль-
ных базисных функций не обеспечивают быстрого обучения сетей 
радиальных базисных функций. В качестве пути устранения этого недостатка 
предложено совершенствовать алгоритмы обучения сетей. 

Для обучения сетей радиальных базисных функций, предназначенных 
для решения ДУЧП, разработаны алгоритмы обучения на основе методов 
Нестерова и Левенберга – Марквардта, отличающиеся учетом специфики ар-
хитектуры сети и аналитическим вычислением параметров. Алгоритм на ос-
нове метода Левенберга – Марквардта позволил на модельной задаче достичь 
среднеквадратической невязки, не достижимой известными алгоритмами 
первого порядка. Предложенный алгоритм достигает малой погрешности за 
число итераций, равное числу итераций алгоритма на основе метода довери-
тельных областей, но проще этого алгоритма, так как не требует решения на 
каждой итерации задачи условной оптимизации. 
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